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Рассматривается нелинейная задача управления движениями двухзвенного манипуляционного ро-
бота. Свободная механическая система имеет два первых интеграла, находящихся в инволюции.
Используются методы классической механики для аналитического интегрирования системы нели-
нейных дифференциальных уравнений. Находится траектория, соединяющая начальное и конеч-
ное положения двухзвенного манипуляционного робота в пространстве конфигураций. Импульсные
управления в начальный момент времени сообщают необходимую энергию роботу для выхода на
эту траекторию. Для гашения скоростей робота в конечном положении также используются им-
пульсные управления. При компьютерной имитации предложенной процедуры перемещения робота
обобщенные импульсные управления аппроксимируются прямоугольными импульсами.
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Введение
Двухзвенник является важной составной частью многозвенных манипуляторов антро-
поморфного типа. У таких манипуляторов линейные размеры двух основных звеньев ру-
ки (плеча и предплечья) значительно превосходят размеры остальных звеньев (элементов
кисти). Основные звенья осуществляют транспортные движения, а звенья кисти придают
грузу нужную ориентацию.
Рассматривается двухзвенный манипулятор, состоящий из двух абсолютно твердых тел,
совершающих плоскопараллельное движение (рис. 1). Первое тело цилиндрическим шар-
ниром O связано с неподвижным основанием, а второе тело цилиндрическим шарниром O1
связано с первым телом. На конце второго тела в точке O2 укреплен схват, в котором на-
ходится перемещаемый объект (груз). Будем предполагать, что линейные размеры схвата
и груза много меньше длины звеньев манипулятора и при исследовании транспортных дви-
жений считать схват с грузом материальной точкой.
Манипулятор управляется при помощи двух независимых приводов, расположенных
в шарнирах O и O1 соответственно. Главные моменты сил, создаваемых приводами, равны
M1 и M2 соответственно. Пусть x и y — декартовые координаты схвата (груза). Закон дви-
жения схвата определяется формулами x(t), y(t). Предполагается, что в начальный момент
времени t = 0 схват находится в начальном положении x(0) = x0, y(0) = y0 и имеет нуле-
вые проекции скорости ẋ(0) = 0, ẏ(0) = 0. Требуется привести его в момент времени t = Tk
в заданное конечное положение x(Tk) = xT , y(Tk) = yT с нулевой скоростью ẋ(Tk) = 0,
ẏ(Tk) = 0.
Задача управления состоит в нахождении программных законов изменения управляю-
щих моментов M1(t), M2(t), обеспечивающих приведение схвата манипулятора из началь-
ного положения равновесия в заданное конечное положение равновесия.
Основными требованиями функционирования роботов являются: время транспортной











Рис. 1. Двухзвенный манипулятор
Различные методы планирования траектории движения манипуляторов описаны в мо-
нографии Е. П. Попова, А. Ф. Верещагина и С. Л. Зенкевича [1]. Вопросы разработки эф-
фективных методов управления сложными механическими системами на основе математи-
ческих моделей, отражающих основные особенности таких систем, рассмотрены в моно-
графии Ф. Л. Черноусько, И. М. Ананьевского и С. А. Решмина [2]. В книге [3] подробно
изложены основные моменты моделирования и управления роботами. В статье [4] рассмат-
ривалась задача о возвращении схвата двухзвенного плоского манипулятора на базовую тра-
екторию. Для решения задачи уравнения движения схвата были линеаризованы в окрестно-
сти траектории, что позволило решить поставленную задачу. В работе [5] рассмотрена воз-
можность конструирования манипуляторов со специальными импульсными двигателями,
позволяющими использовать свободные движения механизмов. При нахождении решения
задачи оптимального быстродействия использовался метод принципа максимума Понтря-
гина [6].
Особый интерес для исследования представляет управление манипуляторами с упру-
гими звеньями. Специальный метод выбора обобщенных координат и принцип максиму-
ма Понтрягина использованы в работе [7] для оптимального проектирования движения
упругих мобильных манипуляторов. В работе [8] представлена адаптивная схема гранич-
ного управления для подавления упругих колебаний гибкого двухзвенного манипулятора,
основанная на математической модели, описанной уравнениями в частных производных
и позволяющей учесть динамику изгиба. Для двухзвенного манипулятора с гибкими шар-
нирами в статье [9] предложен метод оптимального проектирования, обеспечивающий оп-
тимальную производительность помех. Контроллер для осуществления движения по задан-
ной траектории и подавления вибраций гибкого звена предложен в статье [10]. Контрол-
лер основан на применении принципа Гамильтона и математической модели, описываемой
обыкновенными и частными дифференциальными уравнениями с учетом упругости звеньев
манипулятора. В работе [11] предложен подход с обратным оптимальным управлением для
стабилизации движения и отслеживания траектории нелинейной системы плоского манипу-
лятора. Предлагаемый подход, основанный на управляющей функции Ляпунова, позволяет
избежать решения уравнения Гамильтона–Якоби–Беллмана.
Применение строгих математических методов осложняется существенной нелинейно-
стью рассматриваемой математической модели. В классической механике разработаны ори-
гинальные методы интегрирования нелинейных математических моделей, использующие
симметрии дифференциальных уравнений, порождающих первые интегралы динамических
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систем [12, 13]. В работах [14, 15] первые интегралы уравнений Лагранжа 2 рода исполь-
зовались при нахождении импульсных управлений для манипуляционного робота с тремя
степенями свободы. В настоящей работе первые интегралы канонических уравнений меха-
ники используются при нахождении импульсных управлений двухзвенным манипуляцион-
ным роботом.
§ 1. Траектории движений манипуляционного робота
При описании движения манипуляционного робота, изображенного на рис. 1, в качестве
обобщенных координат удобно использовать углы ϕ1 и ϕ2. Здесь ϕ1 — угол между осью Ox
неподвижной системы координат и прямой OO1, соединяющей цилиндрические шарниры,
определяет движение первого звена манипулятора. Угол ϕ2 между прямой OO1 и O1O2, со-
единяющей второй шарнир со схватом, определяет относительное движение второго звена
манипулятора относительно первого.
Элементарная работа сил на виртуальных перемещениях определяется формулой [16,
c. 190]
δA = M1δϕ1 +M2δϕ2.
Следовательно, моменты M1 и M2 являются обобщенными силами.
Декартовы координаты схвата определяются формулами
x = L1 cosϕ1 + L2 cos (ϕ1 + ϕ2), y = L1 sinϕ1 + L2 sin (ϕ1 + ϕ2),
где L1 = |OO1| — длина первого звена, L2 = |O1O2| — длина второго звена. Будем полагать,
что L2 < L1. Следовательно, рабочая зона манипулятора определяется неравенством
L1 − L2 6
√
x2 + y2 6 L1 + L2.
При выборе в качестве обобщенных координат x и y выражения для обобщенных сил
усложняются.
Для определения положения схвата будем использовать полярные координаты, позволя-
ющие успешно использовать аналитические методы интегрирования:
x = r cosϕ, y = r sinϕ.
Л е м м а 1.1. В полярных координатах обобщенные силы определяются формулами
Mϕ = M1, Mr =
r2(M1 − 2M2)− (L21 − L22)M1
r
√(
r2 − (L1 − L2)2
)(
(L1 + L2)2 − r2
) . (1.1)
Д о к а з а т е л ь с т в о. Из треугольника △OO1O2 находим связи между старыми ϕ1, ϕ2
и новыми обобщенными координатами r, ϕ. По теореме синусов имеем






























Обратное преобразование от новых обобщенных координат к старым определяется форму-
лами
ϕ1 = ϕ− ϕ̃1(r), ϕ2 = ϕ2(r),







r2 − (L21 + L22)
)2












Элементарная работа сил на новых виртуальных перемещениях определяется формулами
δA = M1δϕ1 +M2δϕ2 = M1δϕ+ (ϕ
′
2(r)M2 − ϕ̃′1(r)M1)δr = Mϕδϕ+Mrδr.
Вычисляя производные ϕ′2(r), ϕ̃
′
1(r), находим новые обобщенные силы (1.1). 
Ограничемся рассмотрением безынерционного манипулятора, когда масса манипулятора
много меньше массы перемещаемого груза. Предположение о малости массы манипулято-
ра по сравнению с массой груза выполняется для некоторых исследовательских роботов.
Будем считать, что звенья манипулятора безынерционны, а вся масса системы сосредоточе-
на в точке O2 и равна массе груза m. Работа манипулятора выполняется в горизонтальной
плоскости, поэтому потенциальная энергия робота постоянна.












































p2ϕ +Mr, ṗϕ = Mϕ.
(1.2)
Управляемая система (1.2) существенно нелинейна. При ее исследовании будем исполь-
зовать методы теории интегрирования гамильтоновых систем, применяя их к свободной











p2ϕ, ṗϕ = 0.
(1.3)
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Л е м м а 1.2. Свободная гамильтонова система (1.3) имеет четыре независимых пер-
вых интеграла























Д о к а з а т е л ь с т в о. Гамильтонова система (1.3) имеет два независимых первых ин-
теграла: интеграл энергии (1.4) и циклический интеграл (1.5). Эти интегралы находятся
в инволюции и, согласно теореме Лиувилля [12, c. 238], система канонических уравне-
ний (1.3) интегрируема.
Используем методику интегрирования гамильтоновых систем, описанную в [13, c. 131].
Разрешаем систему уравнений (1.4), (1.5) относительно обобщенных импульсов. Имеем






pϕ = fϕ(r, ϕ, α1, α2) = α2.
Линейная форма дифференциалов обобщенных координат
fr(r, ϕ, α1, α2) dr + fϕ(r, ϕ, α1, α2) dϕ
является полным дифференциалом некоторой функции W (r, ϕ, α1, α2), то есть





dr + α2 dϕ.
Находим





dr + α2ϕ. (1.8)
Функция (1.8) является полным интегралом уравнения Гамильтона–Якоби.
Используя теорему Якоби [13, c. 135], находим два дополнительных первых интеграла
канонической системы уравнений (1.3).
∂ W (r, ϕ, α1, α2)
∂ α1
= t+ β1,
∂ W (r, ϕ, α1, α2)
∂ α2
= β2.
Вычисляя производные, получим явные формы дополнительных первых интегралов (1.6),
(1.7). 
Т е о р е м а 1.1. Пусть заданы начальное положение r0 ∈ [L1 − L2, L1 + L2], ϕ0 ∈ [0, π]
и конечное положение rT ∈ [L1 − L2, L1 + L2], ϕT ∈ [0, π] такие, что r0 6= rT , ϕ0 6= ϕT .
Тогда траектория, соединяющая начальное и конечное положение, определяется формулой
| arctg(rp+
√
r2p2 − 1)− arctg(r0p+
√
r20p
2 − 1)| = 1
2
|ϕ− ϕ0|, (1.9)




2 − 1)− arctg(r0p+
√
r20p
2 − 1)| = 1
2
|ϕT − ϕ0|, (1.10)
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Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть в начальный момент времени t = 0 система (1.3) имеет
начальные обобщенные импульсы pr(0) = p
0
r , pϕ(0) = p
0
ϕ. С учетом начальных условий
уточним вид функции (1.8). Имеем W (r, ϕ, α1, α2) = Φ(r, α1, α2) + α2ϕ, где









































В результате находим функцию







и первый интеграл (1.7) преобразуется к виду (1.9).
Уравнение (1.9) определяет траекторию движения груза в конфигурационном (коорди-
натном) пространстве. Траектория проходит через начальное положение груза. Для ее про-
хождения через конечное положение требуется выполнение условия (1.10). 






2 − 1| = αt, (1.11)
где α = p2|p0ϕ|/m, a |p0ϕ| является свободным управляющим параметром. Из полученных
выражений (1.9), (1.11) находим закон движения груза по траектории
r = r(t) =
√
α2t2 + 2α sign(rT − r0)
√
r20p
2 − 1t+ r20p2
p
,
ϕ = ϕ(t) = ϕ0 + 2| arctg(r(t)p+
√
r(t)2p2 − 1)− arctg(r0p+
√
r20p
2 − 1)|sign(ϕT − ϕ0).
Формула (1.11) определяет закон движения груза по траектории в координатном про-












§ 2. Оптимизация движений манипуляционного робота
Переходим к постановке задачи управления для системы канонических уравнений (1.2).
Предполагается, что в начальный момент времени t = 0 груз находится в начальном по-
ложении r(0) = r0 ∈ [L1 − L2, L1 + L2], ϕ(0) = ϕ0 ∈ [0, π] и имеет нулевые обоб-
щенные импульсы pr(0) = 0, pϕ(0) = 0. Требуется привести его в конечное положение
r(Tk) = rT ∈ [L1 − L2, L1 + L2], ϕ(Tk) = ϕT ∈ [0, π] с нулевыми обобщенными импуль-
сами pr(Tk) = 0, pϕ(Tk) = 0. Задача управления для системы (1.2) состоит в нахождении
программных законов изменения управляющих моментов M1(t), M2(t), обеспечивающих
приведение груза из заданного начального положения равновесия в заданное конечное по-
ложение равновесия.
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При отсутствии управляющих моментов начальное и конечное состояние системы явля-
ются ее положениями равновесия. Поэтому без внешних воздействий невозможен переход
системы из начального состояния в конечное. Покажем, что эти внешние воздействия на
систему можно свести к сообщению ей некоторых обобщенных импульсов в начальный











2 δ(Tk − t),
(2.1)
где δ(·) — функция Дирака.
Качество манипуляционного робота определяется временем перехода из начального
в конечное положение равновесия и энергозатратами этой операции. Выберем следующий
показатель качества
J(M1,M2) = E(M1,M2) + kTk(M1,M2), (2.2)
где E(M1,M2) — энергия, необходимая для перехода из начального в конечное положение
равновесия, Tk(M1,M2) — время этого перехода, положительное число k является заданным
весовым коэффициентом.
В классе допустимых импульсных управлений (2.1) требуется найти оптимальные про-
граммные управления M01 (·), M02 (·), для которых показатель качества (2.2) принимает ми-
нимальное значение.
Т е о р е м а 2.1. В классе допустимых импульсных управлений (2.1) оптимальные управ-
ления, реализующие перевод системы (1.2) из начального в конечное положение равновесия
определяется формулами
M01 (t) = |p0ϕ|sign(ϕT − ϕ0)
(


















(p2 − r−2T )
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(p2 − r−20 )
(




















Д о к а з а т е л ь с т в о. Найдем обобщенные импульсы необходимые в начальный мо-
мент времени для вывода манипулятора на построенную траекторию и гашения скорости
в конечный момент времени. Имеем pϕ(+0) = p
0
ϕ, pϕ(Tk − 0) = p0ϕ,
pr(+0) = sign(rT − r0)
√
(p0ϕ)
2(p2 − r−20 ) = sign(rT − r0)|p0ϕ|
√
p2 − r−20 ,
pr(Tk − 0) = sign(rT − r0)
√
(p0ϕ)
2(p2 − r−2T ) = sign(rT − r0)|p0ϕ|
√
p2 − r−2T .
Импульсные управления при выводе на траекторию в начальный момент времени опреде-
ляются формулами















r2(S01 − 2S02)δ(t)− (L21 − L22)S01δ(t)
r
√(
r2 − (L1 − L2)2
)(





1 , pr(+0) =
r20(S
0
1 − 2S02)− (L21 − L22)S01
r0
√(
r20 − (L1 − L2)2
)(
(L1 + L2)2 − r20
) .
Из приведенных уравнений находим импульсы S01 , S
0
2


















Импульсные управления при гашении скорости в конечный момент времени определя-
ются формулами
MT1 (t) = S
T
1 δ(Tk − t), MT2 (t) = ST2 δ(Tk − t).
Им соответствуют следующие уравнения системы (1.2)
ṗϕ = S
T




r2(ST1 − 2ST2 )δ(Tk − t)− (L21 − L22)ST1 δ(Tk − t)
r
√(
r2 − (L1 − L2)2
)(
(L1 + L2)2 − r2
) .
Отсюда получим
pϕ(Tk − 0) = −ST1 , pr(Tk − 0) = −
r2T (S
T
1 − 2ST2 )− (L21 − L22)ST1
rT
√(
r2T − (L1 − L2)2
)(
(L1 + L2)2 − r2T
) .
Из приведенных уравнений находим импульсы ST1 , S
T
2



















Вычислим работы импульсных сил при выходе на траекторию в начальный момент
времени и гашении скорости в конечный момент времени. При выходе на траекторию в на-









Имеем ϕ̇1(+0) = ϕ̇(+0)− ϕ̃′1(r0), ṙ(+0)ϕ̇2(+0) = ϕ′2(r0)ṙ(+0), где
ϕ̃′1(r0) = −
1− (L21 − L22)r−20
r0
√(



























































S01(1− (L21 − L22)r−20 )− 2S02
2r0
√(









1− (L21 − L22)r−20
)
− 2S02 = |p0ϕ|sign(ϕT − ϕ0)(1− (L21 − L22)r−20 )−
− sign(ϕT − ϕ0)|p0ϕ|(1− (L21 − L22)r−20 ) +



































p2 − r−20 .
















ST1 ϕ̇1(Tk − 0) + ST2 ϕ̇2(Tk − 0)
)
.
Имеем ϕ̇1(Tk − 0) = ϕ̇(Tk − 0)− ϕ̃′1(rT )ṙ(Tk − 0), ϕ̇2(Tk − 0) = ϕ′2(rT )ṙ(Tk − 0), где
ϕ̃′1(rT ) = −
1− (L21 − L22)r−2T
rT
√(
















Из системы уравнений (1.2) находим
ϕ̇(Tk − 0) =
1
mr2T





ṙ(Tk − 0) =
1
m

























2(rT )− ST1 ϕ̃′1(rT )
)
=
ST1 (1− (L21 − L22)r−2T )− 2ST2
2rT
√(







ST1 (1− (L21 − L22)r−2T − 2ST2 ) = −|p0ϕ|sign(ϕT − ϕ0)(1− (L21 − L22)r−2T ) +
+ sign(ϕT − ϕ0)|p0ϕ|(1− (L21 − L22)r−2T )−


































p2 − r−2T .











Энергия необходимая для выхода груза из начального положения равновесия на траекто-
рию равняется |p0ϕ|2p2/2m. Энергия необходимая для схода груза с траектории в конечном
положении равновесия равняется |p0ϕ|2p2/2m. Энергия необходимая для перехода груза из
начального положения в конечное по траектории свободного движения равна




Значения показателя качества на допустимых управлениях определяется формулой













Минимальное значение показателя качества достигается при значении параметра, опре-
деляемого формулой (2.3). 
§ 3. Численное моделирование
При численном моделировании системы (1.2) использовались следующие значения па-
раметров системы: m = 1, L1 = 0,5, L2 = 1,2. Начальное положение определялось ко-
ординатами r0, ϕ0, а конечное положение координатами rT , ϕT . Для нахождения опти-
мальных импульсных управлений используются формулы, приведенные в формулировке
теоремы 2.1. Идеальные импульсные управления аппроксимируются прямоугольными им-
пульсами. Основные результаты представлены в таблице 1.
Соответствующим постановкам задач из таблицы соответствуют пронумерованные тра-
ектории движения механической системы на плоскости (x, y), представленные на рис. 2.
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Таблица 1. Результаты численного моделирования
№ (r0, ϕ0) (rT , ϕT ) k pϕ Tk(M1,M2) E(M1,M2) J(M1,M2)
1 (1,3 , 0) (1,65 , π/5) 0,25
3 0,42 5,332 5,437
0,643 * 1,96 0,245 0,735
0,6 2,101 0,213 0,739
2 (0,75 , π/6) (1,5 , π/2) 1
1 0,974 1,778 2,752
0,65 * 1,5 0,75 2,25
0,5 1,949 0,444 2,393
3 (0,75 , π/3) (1,65 , 2π/3) 1,25
1 1,072 1,783 3,123
0,722 * 1,486 0,928 2,785
0,5 2,143 0,446 3,125












Рис. 2. Проекция траекторий на плоскость (x, y)
§ 4. Заключение
В данной статье представлены импульсные управления, позволяющее приводить мани-
пулятор из заданного начального положения равновесия в конечное положение равновесия.
Предложено оптимальное значение импульса для минимизации критерия качества, учиты-
вающего время работы манипулятора и энергозатратность выполняемой работы. Численные
вычисления показывают эффективность предложенного метода импульсного управления.
При замене идеальных импульсов прямоугольными переходим к релейным программным
управлениям. Предложенный в работе метод планируется использовать для нахождения
программных импульсных управлений для инерционного манипуляционного робота. В ра-
боте [6, c. 236] для описания движения груза безынерционного манипулятора в полярных
координатах вместо канонических уравнений (1.2) использовались уравнения Лагранжа
2 рода. Для нахождения релейных программных управлений применялся принцип мак-
симума Л. С. Понтрягина. При реализации этого подхода использовалась численная про-
цедура последовательных приближений для принципа максимума, предложенная в работе
И. А. Крылова и Ф. Л. Черноусько [19].
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A nonlinear problem of controlling the movements of a two-link manipulation robot is considered. The
free mechanical system has two first integrals in involution. Methods of classical mechanics are used for
analytical integration of the system of nonlinear differential equations. A trajectory connecting the initial
and final positions of the two-link manipulation robot in the configuration space is found. Impulse controls
at the initial moment of time impart the necessary energy to the robot to enter this trajectory. Impulse
controls are also used to damp the speeds of the robot at the end position. In a computer simulation of the
proposed procedure for moving the robot, generalized impulse controls are approximated by rectangular
impulses.
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